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Résumé : Nous prouvons un théorème limite central avec vitesse en nT x l 2 pour les processus station- 
naires vérifiant une hypothèse de décorrélation forte. La démonstration est une modification de la preuve 
du théorème de Rio. Elle est élémentaire mais longue et calculatoire. Nous montrons dans fflf comment 
obtenir la décorrélation forte apparaissant dans l'hypothèse du théorème dans le cas de certains systèmes 
dynamiques quasi-hyperboliques. 

Abstract : We prove a central limit theorem with speed n -1 / 2 for stationary processes satisfying a strong 
decorrelation hypothesis. The proof is a modification of the proof of a theorem of Rio. It is elementary 
but quite long and technical. 



1 Le théorème et sa démonstration 



Nous considérons un système dynamique probabilisé (fi, .F, v, T). Nous notons E [•] l'espérance rela- 
tivement à la mesure v : 



E[/] := f fdv. 
Jn 



Pour toute fonction /, g dans L 2 {Çl, v) à valeurs complexes, nous rappelons la définition de la covariance 
de / et g : 

Cov(/, fl )=E[/ ff ]-E[/]E[ S ]. 

Nous considérons la suite de variables aléatoires (Xk)k>o définie par Xk = f o T k où / : fi — » R est une 
fonction mesurable bornée et i^-centrée. 

Pour tout entier naturel n, nous notons S n := J2k=i Xk, avec la convention Sq = 0. Rappelons tout 
d'abord le résultat suivant (prouvé dans qui résulte de la preuve de Rio jlfij . 

Théorème 1.1 ([16j) Soit {Xk)k>o une suite stationnaire de variables aléatoires réelles bornées centrées 
définies sur un même espace probabilisé telle que, pour tous entiers naturels a, b, c vérifiant a + b + c < 3 
on a : 

Vj. sup sup E \x i+j a X i+k b X i+ i c \X ,...,X i ] -E 

i<i+j<i+k<i+l FeC L J 

Alors, la limite suivante existe : 

o:= lim ^(E[5„ 2 ]) è . 
Si a — 0, alors la suite (S n ) n est bornée dans L 2 . 

Si a > 0, alors la suite de variables aléatoires ( ^= ) converge en loi vers une variable aléatoire N 

W"/,i>i 

de loi normale centrée de variance a 2 et il existe un nombre réel B > tel que, pour tout entier n > 1, 
on ait : 



V û y b \r ( 
-A-i+j A-i+k -A-i+l 



< +00. (1) 



sup 

1ER 



u[^z<x\- P(N < x) 
n 



< 



B 



1 



En étudiant en détail la preuve de Rio, on s'aperçoit qu'il utilise en fait la propriété suivante (qui découle 
de la propriété et peut la remplacer dans l'énoncé de son théorème) : pour toute fonction continue 
F : R 3 — > R et tous entiers 0<j<k<l<l+p<l + q<l + s, on a: 

Cov (j? (Sj-i,Xj,Xh, X t ) , Xi +P a Xi +q b X t+S c ^j | < CWFiS^X^X^X^W^ <p p avec < +00. 

p>i 

En fait, on peut encore affaiblir les hypothèses. En utilisant la méthode de Rio, nous allons montrer le 
résultat suivant. 

Théorème 1.2 Soit (Xk)k>a une suite stationnaire de variables aléatoires réelles bornées centrées définies 
sur un même espace probabilisé telle qu'il existe trois nombres réels C > 1, M > max (1, 1 1 J^o 1 1 00 ) et 
r > et une suite de nombres réels {tp v ,i) v majorées par 1 vérifiant 53 p >i P max 2=o ^Pp-i < +°° 

tels que pour tous entiers naturels a, b, c vérifiant a + b + c < 3, pour tous entiers j, k, l,p, s vérifiant : 
1 < j < k < l < l + p < l + q < l + s, pour toute fonction différentiable F : R 3 — * R telle que 
F (Sj-x, Xj, Xk, Xi) soit intégrable, nous avons : 

Cov (^F (Sj-i,Xj,Xk,Xi) , Xi +p a Xi +q b Xi +s c 
< C \\F(Sj-i, Xj,Xk,Xi)\\ L1 



< 



sup \DF (Sj-i + u, Xj + v, X k + w,Xi+ x) | c 

\u\,\v\,\w\,\x\<M 



Alors, on a les mêmes conclusions que dans le théorèm,e \l.l\ 

Remarquons tout d'abord que, la suite {Xk)k>o étant stationnaire, pour tout n > 1, on a : 

2" 



E 



5,1 



fc=i 



E[X 2 ]+2^ 1-- E[X X fe ] 



(2) 



(3) 



La condition de décorrélation (|2Jl assure donc l'existence de a et le fait que l'on a : 

a 2 = E[A 2 ] +2^E[X X fe ]. 



fc>i 



De plus, d'après la formule ©, on a : 



E[S„ 2 ] -no 2 \ <2^fc|E[X X fc ]|<4CM^^ fe>0 . 



fc>i 



fc>i 



Ainsi, si a = 0, alors la suite de variables aléatoires (S n ) n >\ est bornée dans L 2 (T2,R). 

Supposons à présent a > 0. Dans la suite, nous supposons que a = 1 (on peut toujours s'y ramener, 
quitte à remplacer Xk par 



1.1 Les grandes lignes de la preuve 

L'idée de la preuve est d'utiliser un raisonnement par récurrence. Avant de nous lancer dans la preuve 
technique du théorème, nous en expliquons la démarche. 

Nous voulons montrer l'existence d'un nombre réel A > 1 tel que la propriété (V n (A)) suivante soit 
vérifiée pour tout entier n > 2 : 



(V n {A)) : Vfc = l,...n-l, sup 



V | ^| <X ) I' \ .r) 



< 



A 



Posons V n :— E [S n 2 ] et v n := E [S n 2 ] — E [S^-i 2 ] . Nous avons alors 

v n = E +A„) 2 -S„_ 1 2 ] 
= E [X n (2S n -i + X n )] 
= E[X 2 ] + 2 V[X X k ]. 



fc=l,...,n-l 
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Ainsi la suite (u n )n>i converge vers a 2 = 1. Il existe donc un entier no > 1 tel que, pour tout n > uq, 
on a : v n > i. Dans la suite, nous supposons l'existence d'une suite (Ni)i>a de variables aléatoires 
indépendantes identiquement distribuées de loi normale centrée réduite et indépendante de la suite de 
variables aléatoires (Xf.)k>o- L'essentiel de la preuve est l'établissement du résultat suivant : 

Proposition 1.1.1 Sous les hypothèses du thé.orèm,e \l.Sl il existe un nombre réel K > M et une fonction 
ijj : [1, +oo] — >]0; +oo[ continue décroissante vérifiant lim e ^ +00 tp(s) =0 tels que pour tout entier n > 6uq 
et tout nombre réel A > M , si on a (V n (A)), alors on a, pour tout e > 1, ; 

sup \v {{S n + eY < x}) - v ({5„ _i + T no _! „ + eY < x})\ < -= (1 + A^(e)) , 

où Y et r no -i,„ sont deux variables aléatoires indépendantes et indépendantes de (Xk)k>o de lois normales 
centrées de variances respectives letV n — V na . 

Montrons à présent comment ce résultat nous permet de conclure. 

1. Nous remarquons tout d'abord que, pour tout A > \/6nô, la propriété (Ve no (A)) est vérifiée. 

2. Montrons qu'il existe un nombre réel Aq > M tel que, pour tout entier n > 6no et tout nombre réel 
A > Ao, on a : (V n {A)) =ï (V n+1 (A)). 

Soit un entier n > 6no et un nombre réel A> M tels qu'on ait (V n (A)). Alors, d'après la proposition 
11.1.11 nous avons : 

sup \v ({S n + eY < x}) - v ({S no -i + T„ _ ljn + eY < x})\ < — (1 + Aip(e)) . 

D'autre part, si T n est une variable aléatoire de loi normale Af(0, V n ) indépendante de Y, alors nous 
avons : 

\v ({S„ _x + T„ _i,„ + eY < x}) ~ v ({T„ + eY < x})\ < C n M 2 -. 



n 

Ainsi, il existe une constante K' > 1 (indépendante de n > 6no et de A > M) telle que : 
sup \v ({S n + eY <x})-u ({T„ + eY < x})\ < 4= (1 + ■ 



Notons eA l'unique réel eA & 



tel que | (K'(l + Aip(eA))) = 3ea- L'existence et l'unicité 



de eA résulte de la décroissance de la fonction e i— ► \K'(\ + Axp(e)) et de la stricte croissance de 



3e sur 



K' 
3 ' 



. D'après le lemme 2 de Rio, nous en déduisons que nous avons : 

sup \v ({S n <x})-v ({T„ < x })\<^A = l^L(l + A1>(e A ) 

Nous avons ainsi montré l'existence d'un nombre réel K" > 1 tel que, pour tout entier n > 6n et 
tout nombre réel A > M, nous avons : 

(V n (A)) (V n+1 (K"(l + A^j(e A )))), 

où £a est l'unique réel eA G [-§-, +oo[ tel que (K" (1 + Atl>(e A ))) = 3e A . 

Puis nous montrons qu'il existe un Ao tel que, pour tout A > Aq, on a 3eA < A. En effet, on a 
lim^^+oo eA = +oo car A ^ eA est croissante et ne peut-être majorée sinon A h- > iP(sa) serait 
minorée par un nombre m > 0, et on aurait : 3e a > K" Aip(eA) > K"Am. Il existe donc un Ao tel 
que, pour tout A > A , on a : K" < | et K" Atp(e A ) < | et donc 3e A = K"(l + Aip(e A )) < A. 

Ainsi, pour tout nombre réel A > max(Ao, y/6no), on a : {PQ no (À)) et, pour tout n > 6no, (V n (A)) => 

{Vn + l{A)). 



3 



1.2 La démonstration de la proposition ll.lTîl 



Soit un entier n > ng. Nous nous donnons une suite de variables aléatoires indépendantes (Yk)k>n 
définies sur (fl,J-,v) indépendante de (X k )k>o telle que Y k est de loi normale centrée de variance v k . 
Considérons également une variable aléatoire Y de loi normale centrée réduite définie sur (fi, T , v) in- 
dépendante de ((Yk)k>n , {Xk)k>o) ( on P eu t toujours le faire quitte à se placer dans un espace plus gros). 



Notation 1.2.1 On pose : A fe (/) = E [f(S k ^ + X k )] - E [/(S fc _ x + Y k )}. 

Pour tous nombres réels e > et y, on pose : fk,s,y(x) — v (eY + 5ZlLfe+i + x — v) i avec l Q 
convention usuelle X)"=fc+i Yi = si k = n. 
Remarquons que l'on a : 

(n \ n 

S„ D _! + eY + ^ < V ) = J2 A * ■ 
i=n / fc=n 



Nous écrivons : A fe (/) = Ai ife (/) - A 2 , fc (/), avec : 

A l!fe (/) = E [fiSk-x + X k )\ - E [/(S fe -i)] - yE[/" {S k - X )] 

et 

A 2 , fc (/) = E [/(5 fc _i + Y k )] - E - yE[.f 

Nous présentons à présent les grandes lignes de la preuve de la nroposition ll.l.ll Puis nous démontrerons 
en détail chacun des résultats intermédiaires énoncés ci-dessous (à l'exception du lemme IT,2.5|) , 



1.2.1 Quand k n'est pas grand 

Lemme 1.2.2 (adaptation du lemme 6 de [16j) Soit une fonction f : R — > R de classe C 3 . Nous 
avons : 

(fc-1 fc-2 
M 3 + 2QC 2 M 2 (r + 1)^(1 + p)tp p , Q +3CM £ £ cp. 

P=Q p=r+ll = l,...,k-l:{r+l)l<p 

Lemme 1.2.3 (lemme 5 de [16j) Pour tout entier k > no, la fonction f kl e,y est infiniment dérivable 
et, pour tout entier i > 1, nous avons : 

iif, «n < 9î 

\\Jk,e,y \\oo . j_ i 

(n — K + 2 

en notant Ci :— 25 où 4> désigne la fonction densité de la loi normale centrée réduite. 

Proposition 1.2.4 Pour tous nombres réels y et e > 1, on a : 



\â\- 1 , AT / fe-l L — J 

r+l 1=1 



É |A*(/ M ,v)l<4=^ A/ 3 + 20C 2 A/ 2 ^(l+pV P ,o + 3C7M V V 

fc=nn V V \ q p=r+l Z=l 



Preuve de la proposition ll.2T4l Remarquons tout d'abord que, d'après le lemme IT, 2 .31 nous avons : 



V^ë ( n - k + e 2 )l ' 
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Ainsi, d'après le lemme lT.2,21 on a : 



-LfJ- 1 

E \ A k(f^y)\ 

k—nQ 



< 



cqfd. 



k-1 



Y. .. (M 3 + 20C 2 M 2 ^(l+p)y p 



p=0 



k-2 



+3CM E E ¥W 

p=r+l i=l,...,fe-l:(r+l)i<p 

< 1 !^(m 3 +20C 2 M 2 E(1+^H > o 

fe-2 

+3CM E E *W 

p=r+l .,fc-l:(r+l)/<p 



1.2.2 Quand les /c sont grands 

Nous allons à présent nous intéresser aux quantités (fk, e ,y) lorsque k > n — [§J . Nous allons utiliser 
les mêmes idées que celles de la preuve du lemme 11.2.21 (formules de Taylor et sommes glissantes) . Nous 
aurons besoin de majorations plus fines (faisant intervenir des contrôles en norme 1 au lieu de contrôles 
en norme infinie). 

La preuve du lemme suivant est identique à celle du lemme 7 de ^H]. Elle utilise le lemme lî~ 2. 31 et les 
majorations établies dans les lemmes 3 et 4 de ^H] sous des hypothèses générales. 

Lemme 1.2.5 (adaptation du lemme 7 de [16j) Pour tout entier i > 1, il existe une constante Ki 
telle que, pour tout entier n > 6no, tout entier k > n — \J§\, tout entier l £ [§i&L tout nombre réel 
A > M, si la propriété (V n (A)) est vérifiée, alors on a : 



sup E 



sup 

ze[-3M;3M] 



fk, E ,y M {Si +a — z) 



< 



A 



1 



et 



sup 



E 



fk.eJ'HS! + a) 



< 



K, 



{n~k + e 2 )2 (n-k + e 2 ) 
A 1 \ 



(n — k + e 2 )à n 



(4) 



(5) 



Remarquons tout d'abord que, d'après une estimation de |A2,fc(/)| établie dans la preuve du lemme 
11.2.21 fcf. formule 11411 et le lemme IT, 2.51 nous avons le résultat suivant. 

Lemme 1.2.6 Soit un entier n > 6«o et un nombre réel A > M. Si la propriété (V n (A)) est vérifiée, 
alors, pour tout entier k = n — [Çj , n — 1, on a : 



|A 2 ,k (fk,e t y)\< 



3V6 y/n 



A 



[n — k + e 2 ) 2 



+ i) (CM)iE(l+f)^,o- 



(6) 



Intéressons nous à présent à Ai^ (fk,s,y)- Le contrôle de cette quantité est plus difficile. Nous établis- 
sons le résultat suivant. 

Lemme 1.2.7 II existe un nombre réel K (ne dépendant que de K\, K2, K%, K4, C, M et r) tel que, 
pour tout entier n > Qjiq et tout nombre réel A > M , si la propriété (V n (A)) est vérifiée, alors, pour tout 
entier k = n — [§J , n — 1, on a : 



|A 1)fe (f k , E ,y)\ < ^ ( T^f^ 



AS. 



i—k 



n-k + e 2 y/ n -k + e- 



+ ^Lv^feJ+i,o » ( 7 ) 
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avec a m := 1 + J2p={ PCp, Pm'-=l + Ep=i C P et j m ■= E L "j m | C P et S m := J2t=\ m \+i %> en «oiarai 
1.2.3 Conclusion 

Achevons la preuve de la proposition 11,1 .il Soit un entier n > 6no et un nombre réel A> M tels que 
(V n (A)) soit vérifiée. Soit un nombre réel e > 1 et un nombre réel y quelconque. 

Rappelons que nous avons : 

n 

v (S n +eY <y)-v (5 no _i + T no _ 1)n + eY < y) = ^ A fe (f kiE<y ) , 

k—no 



en notant T„ -i,„ := X)i=n Alors, d'après la proposition ll.2.4l nous avons : 

n-|_f_|-i 

\A k (f k , e , y )\<-^, 

k=n 

où la constante K"i est indépendante de (n,A, e, y). 
D'autre part, d'après le lemme lL2.fi! on a : 



D'autre part, d'après le lemme lT.2.71 nous avons : 



" K" I 1 i 



(8) 



V" V(n - h + e 2 )? n n-k + e 2 ^/ n -k + e 2 LV J ' / 
avec a m = 1 + £^™J Kp, /3 m = 1 + E P =1 Cp et 7 m = „ i C P et 5 m = J2t=\ m \+i en notant 

C p := pmax j=0 ^ p ^' ^ ous f a i sons 1 & somme sur A; e {n — [^J ,...,n} et contrôlons chacun des 

termes. 

1. Contrôle du premier terme : 

n A n , LfJ i , y^Lv^J > 



< 



D'où 



s r^» ^ EttAïI+È /," > !■ (9) 



2. Contrôle du second terme : 



E ^p<i+£&- do) 

fe=n-LfJ P>1 
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3. Contrôle du troisième terme : 



2— 1 n - k + e 2 ~ 2— 1 1 + e 2 

fc =„-Lfj '=o 



D'où : 



Lv^J p 2 (r+2) 4 

p=q ;= p 2 



V ^.lVln ^ 2(r + 2)4 + £2 V 



4. Contrôle du quatrième terme : 



^"yi^I < ^ y^ 1 y^ ^_ 



■p 



Ainsi, on a : 



v 1 C 
p >i i=o vt + £ ^ 



y- A5^- k <A y^ 2(l+p 2 ) ^ 



5. Contrôle du dernier terme : 

n |_TrJ 
fe=n-LfJ 1=0 

P >i 

D'où : 

n 

Y. ^LV«=ïJ+i,o^S( 2p + 1 )^ ' 

fe=n-LfJ P>1 



2 Les calculs pour les petits /c 

Rappelons l'énoncé du lemme lT.2.21 : 
Lemme ll.2.21 Soit une fonction f : R — » R <fe classe C 3 . Nous avons : 

(fe-l fe-2 
Ar 3 + 20C 2 Af 2 (r + l)^(l+p)^ + 3CM £ £ ^ 

p=0 p=r+l|=l,...,fc-l:(r+l)i<P 



Preuve du lemme U.2. 6 A Nous écrivons à nouveau : A k (f) = A± tk (f) — A2 tk (f), avec : 



et 



Ai jk (/) = E [f(S k -i + X k )) - E [f(S k -x)] - ^E[/" (5 fc _x) 



A 2 , fc (/) = E [/(5 fc _ a + F fe )) - E [/(S fc _i)] - yE[/" (5 fc _i)]. 



Comme Y k est indépendante de Sk-i et est de loi normale centrée de variance v k , on a : 



|A 2 , fc (/)| = 



< 



< 



(l-t) 2 /"'(<5 fc -i+tn)« 3 
5 / (l-t) 2 sup|E[/'"(S fc _ 1 + a)]|E[|y fc | 3 ] dt 



< -sup|E[/'"(5 fe _ 1+a )]|E[|r fc | 3 ] 



< 



3v 2vr aeR 



sup|E[/ /// (5 fc _i+a)]|t; fc ï, 



car E \Y k \ < , Or, d'après l'expression de v k et l'hypothèse l|2j|, on a : v k < 2CM X) p =o Vp,o- En 
utilisant l'inégalité de Hôlder et le fait que ip p .o < 1, on peut montrer (cf. |lfi| page 264) que l'on a : 



k-l 



v k * < (4CM)^-=^(l+p)^ . 

v p=0 



p=0 



/ (S fc _i + X k ) - f (S fc _ x ) - -/" (5 fc _i) Wfc 
/' (S fc _i) X fc + 1/" (S fc _i) (X fe 2 - v k ) + -/'" (5 fc _i + fc X fc ) 



Ainsi, nous avons : 

|A 2)fc (/)| < sup |E [/'"(£*_! + a)}\ (CM)* £(1 +p)^ >0 . 
ovo oeR ; n 

Nous allons à présent contrôler Ai yk (f). Nous avons : 
Ai, fc (/) = E 
= E 

où est une variable aléatoire à valeurs dans [0; 1]. Rappelons d'autre part que : 

fc-i 

v k -E[X k 2 ] =2^E[JQX fe ]. 

i=l 

D'où : 

A 1<k (f) = E [f(S k ^)X k ] + hjov (/" (5 fc _i), X fe 2 ) 

fc-i 

- E[/»(SnEE[ZA] 

E -/'" O^fc-i + k X k ) X k 
6 



(14) 
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Nous allons contrôler un à un chacun des termes du membre de droite de cette égalité. On a : 



/"' (S, 



fc-i + QkXk) x k 



< iiiniooM 3 . 



D'autre part on a : 



fc-i 



\Cov(r{Sk-i),X k 2 )\ < ^ICoî;^"^)-/"^!),^ 2 )! 



i=l 



fc-1 



en utilisant D'où : 



< C(||/'"|UM + 2||/'"|| oo )^^ )0 , 

P =i 

fc-1 



\Cov (r(S k ^ 1 ),X k 2 )\<3CM\\f"\\ OD J2^o- 

P =i 



Il nous reste à contrôler la quantité E [f'(S k -i)X k ] - E[/" (S k -i)} £*Li E[X;X fc ]. On a : 



A— 1 



fc-1 



f(s k - 1 ) = ^2(f , (s i )-f(s i - 1 )) = j2[f"(s i -i)x i + f ' (s t -t)r(t)dt). 

i=l i=l \ JSi-\ ) 

Nous avons donc : 

fc-i fc-i 
E [f'(S k -i)X k ] - E[/"(5 fe _i)]^E[X i X fc ] = ^ (Cov (/"(5 l _ 1 ),X i X fc ) 



i=l 



fc-1 



+■ E [/" (^-0 - /" (Sk-i)] nxiX k ] 

i=l 
fc-1 

i=l \-Jbi-! 



(Si-t)f'"(t)dt,X k 



À l'aide de @, nous obtenons : 

lEins^)- r(s k ^)}\\E[x t Xk}\ < nr'iiooCM 2 (fc-z)^_ Î!0 

et donc : 

fc-i 

^2n[XiX k ]E\f(Si-i) - f"(s k -i)} 



fc-i 

< nr'iiooCM 2 ^ Wpi0 . 



De plus, à l'aide de (J2J, nous avons : 

-Si 



(Si-t)f"(t)dt,X k 



Si-i 



< C (lir'HooM 2 + 4||/ , "|| 00 M) ^._., 



et donc : 



fc-i 

E 



Si 



(Si-t)f"(t)dt,X k 



fc-i 

<5C||r'||ooA/ 2 ^^o. 

p=i 



Il nous reste à contrôler le premier morceau du membre de droite de 1I17I1 . Pour tout entier i = 1, 
en notant j = ji := max(0, (r + 2)i — (r + l)fc), à l'aide de[2 nous avons : 

ï-i 

ICovdriS^-riS^X^Xk))] < Ç |Co î ;((/"(5 m )-/"(S m _ 1 ))X i) X fe )| 

< sqir'ilooAf 2 ^- 1)^,0 



et 

ITP lf» (Q. . \ _ f" l c 

Ainsi, on a : 



|E[/"(5 i _ 1 )-/"(5 i )]|E[X i X fe ] < ||/"'||ooCAf 2 (î-j- 1)^,0. 



|Co«((/"(Si-i) - < 6CAf 2 ||/ /,/ || oo (r + l)X;Wp,0. (19) 

i=l p=l 

Si (r + 2)i - (r + l)fc < 0, alors j = et donc Co-y (f n (Sj),XiX k ) = 0. Pour tout i = 1, fc tel que 
(r + 2)i - (r + l)k > 0, on a : 

3 

|Cou (/"(,%), MOI < ^{Covif'iSO-riSi-i^XiXk)] 

1=1 

(r+2)î-(r+l)fe 

< ZCMWf'Wao Y, <Pi-l,k-i 

1=1 
i-1 

< 3CM||/"'||oo ^ k ^- 

p=(r+l)(fc-i) 

Ainsi, on a : 

fc-l i-l 

j^icovins^XiXk)] < 3CM\\n\oo y, E 

i=l i=l ) ...,fe-l:(r+l)/s<(r+2)t p=(r+l)(fe-i) 

fe-î-1 

< acMlinu ^ £ ^ 

j=l,...,k-l:(r+l)j<k p=(r+l)j 
fe-2 

< acMiirm £ £ (20) 

p=r+l j=l,...,k-l;(r+l)j<p 



cqfd. 



3 Les calculs pour les grands k 

Nous voulons prouver le lemme IT, 2 . 71 dont nous rappelons l'énoncé : 

Lemme 11.2.71 II existe un nombre réel K (ne dépendant que de K±, Ki, K3, K4, C, M et r) tel que, 
pour tout entier n > 6rto et tout nombre réel A > M , si la propriété (V n (A)) est vérifiée, alors, pour tout 
entier k = n — [§J , n — 1, on a : 

IA ft M <r % ( Aa V^k , Py^k , ^Tyïï^i A5 ra , fc \ 

V n \(n - k + e 2 )ï n n-k + e 2 y/n - k + e 2 LV J / 

avec a m := 1 + E p =|K p , An := 1 + Ep=l C P ei 7 m := E 1 "] m 1 C P e* <W' : = Ep=LVÏÏ^fcj+i ^> en 
notant Ç p := pmax j=0 1 P 1 tPp.-j. 

Nous ferons un usage répété du résultat suivant dont la preuve est identique à celle du lemme 7 de 

M- 
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Lemme ll.2.51 Pour tout entier i > 1, il existe une constante Ki telle que, pour tout entier n > 6no, tout 
entier k > n — [^J , tout entier l € [^; k\ , tout nombre réel A > M , si la propriété (V n (A)) est vérifiée, 
alors on a : 



sup E 



sup 

z£[-3M;3M] 



fk^^ + a-z) 



et 



sup 



E 



< 



< 



A 



1 



(n— fc + e 2 )2 (n — fc + e 2 )" 



.4 



(n — k + e 2 )^ n ^ 



Preuve du lemme U.Ë.'A Par souci de lisibilité, nous noterons dans la suite f k pour fk,s,y Commençons par 
écrire Ai tk (f k ) comme une somme de termes que nous majorerons ensuite séparément. Un développement 
limité avec reste intégral donne : 



Ai, fc (/fe 



E 



ïk{Sk) — fk{Sk-l) ^-/"(Sk-l) 



E [f k '(S k ^)X k ] + ^E [f k "(S k ^)(X k 2 - v k )] + ^E [f k '"(S k ^)X k 3 ] 



+E 



X k 4 



3! Jo 



(l-tff k {i) (S k ^+tX k ) ait 



Comme le nombre v k vaut E[X 2 ] + 2J2i=i k _ 1 E [XoXj], nous avons 

^E [f k »(S k -x)(X k 2 -v k )] = lcov(f k "(S k ^),Xi) - Y. E[/fc"(5 fc -i)]E[X fc X i ] 



i=l,...,fc-l 



Nous avons donc : 



A lifc (/ fc ) = E [f k '(S k -i)X k ] - E V[XkXA-E[f k "(S k ^) 



-l,...,k-l 



+ -Co»(J h *(S k - l ),Xl) 



G 



E [f k "'(S k -i)X k 



E 



(l-i) 3 / (4) (S k ^+tX k ) dt 



3! Jo 

Pour tout entier naturel l vérifiant l < k — 1, on peut écrire : 

fc-i 

A'OSfc-0 - A'OSfc-i-0 = E fk'W-tiiSj-i) 

i=k-i 
fe-i 

= E fk"( S 3-l) X j 
j=k-t 

+ \ E a'"(Sm^ 

3=fc-i 

1 fc-1 ,1 

2 i=fc-i Jo 
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En remplaçant fk'{Sk-i) par l'expression donnée par cette égalité on obtient : 
E [f k '(S k -i)X k ] - Y, E[X fc X i ]E[/ fc "(S fc _ 1 )] - E [fk(Sk-i-i)Xk] 



=i,...,fc-i 



k-i 



E [/ fc " (S 3 -_i) (X,-X fc - E [JTfcX,-])] 

j=fe-i 
fc-i 

£ E [/ fc "(S fc _ x ) - A" (5,-0] E [XfcX,-] 
,=ft-i 
fe-i-i 

£ E[/ fc "(5 fe _i)]E[X fc X i ] 

i=l 

1 £ E [/ fe '"(5,_ 1 )^ 2 ^] 

- V e / (i-f) a A {4) tà-i + f*i)<ft 

2 .--t. , L 



Nous avons ainsi exprimé Ai > / c (/fc) en une somme 



A llfe (/ fe 



E 



4 /•! 



3! 7 

gE [fh" (S k -i)X k 
E [/fe'(5fc_i_i)Xfc] 



(l-i) 3 / (4) (Sfc-l+tXfc) <ft 



k-l-l 



+ J2 E[/ fc "(5 fc _ 1 )]E[X fe X i ] 



1 



C OÎ ;(/ & "(^-l)>**) 



fc-i 



+ i 5] E [/ fe "'(5j_i)X|Xfe] 
j=k-i 

+ \ E E l**** 3 / V - *) 2 ^ (4) tà-i + tx i) dt 

fc-1 

+ ^ E[/ fc "(5 fc _i)-/fc»(S J _i)]E[X fc X i ] 



j=k-i 

k-l 

+ Y E[fk ,, (S j -i)(X j X k --E[X k X j })}. 

j=k-i 

Nous allons maintenant majorer, dans l'ordre, chacun des termes de cette somme. Dorénavant l'entier 
l est pris égal à |_\Ai — k\ la partie entière de \/n — k. 

3.1 Contrôle de E[^ £(1 - t) 3 / (4) (S k -i + tX k ) dt] 
D'après la formule <@J du lemme lî~2.5l nous avons : 

4 r l 



E 



< — E 

~ 24 



sup 

ue[-M;M] 



M 4 
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Nous avons donc 



E 



3! 



(l-t) 3 / (4) (S k . 



tX k ) dt 



< 



K 4 M 4 



Aa 



i—k 



Yl^fn (n - k + s 2 )"- 



3.2 Contrôle de ±E [f k '"(S k ^)X k 3 ] 
Nous avons : 

1 

fk"'(Sk-i) = fk" (Sk-1-1) + ^2 (fk"'(Sk- 3 ) - fk'"(Sk-j-x)) ■ 

D'après (J2J et nous avons : 

\Cov(f k (Sk-i-i),X k )\ < C[-=- + — —3- ^+1,0 

2C(K 3 + Ki) A5 n , k 



< 



y/n \/n-k + e 
et 

l l 



J2\Cov((f k "'(S k . j )-f k "'(S k ^ 1 )),X k 3 )]\ < J2 6J ^~ ê-ï-r-.,. 



< 



t^J V n (n-fc + e 2 )i 
6K 4 M Aa v ^ k - 
\fn (n-k + e 2 )'i 



De plus, d'après JHJ, nous avons 



|E[ /fe "'(^-i)]E[X fc 3 ]| < -%(- ^— W + ±) M 3 

1 1 V n \(n - k + e 2 )2 nj 



Vn \(n- k + e 2 )i n y 
~~ (n-k + e 2 )i n 



3.3 Contrôle de E [/s/^-iM 
A l'aide de (|2Jl et nous avons : 

|e [fk'{Sk-i-i)Xk] I 



\Cov (fk'(S k -i 


-i),X k )\ 


C{K X + 2K 2 ) 


( A 


\fn 


\ \Jn — k + e 2 


C{K X + 2K 2 ) 


( Aô ntk 


y/n 


\\/n — k + e 2 



^ 7= / + 1 W+l.O 



< 



3.4 Contrôle de + i l E ^[X k -jX k ] \ 

Nous avons : 

fc-i fc-i 

Y, ^[fk" (S k -i)]E[X k ^X k }\ = Yl \V[f k " (S k ^)]Cov{X k ^,X k 

3=1+1 3=1 + 1 
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y A 2CM 

ACMK 2 Aô nk 
< "■ ==. 26 



3.5 Contrôle de \Cov (f k "(S k -i), X k 2 ) 
Nous avons : 



fk"(Sk-i) = fk" (Sk-i-i) + 22 (fk'(Sk-j) - fk" (Sk-j-i)) 

3=1 

l 

= .fk" (Sk-l-l) + ^ fk" (Sk-j-l)Xlç;-j 

3=1 



i „1 

Vit-/ / (1 - *)/fc (4) (Sfc-i-i + **k- 

3=1 J ° 



) di. 



Ainsi, on a : 

i 

Cov(f k "(S k ^),X k 2 ) = Cov{f k "{S k ^ 1 ),X k 2 ) + Y / Cov(f k "'(S k - J - 1 )X k ^,X k 2 ) 

3=1 

+ V/ (l-t)Cow(/fc W (S fc _j_i +tX fe _,)X fe _/,X fe 2 ) di 

3 = 1 ^ 

Nous allons à présent contrôler chaque terme du membre de droite de cette égalité. 
1. Tout d'abord, d'après © et Q}, nous avons : 

\n (f"(Q \ y 2\i / 2(7Y2 + jY 3 ) ^ 

Gcw(/fc (Afe_;_i),A fe j < G = p====W+l,0 

\in y/ n -k + e 2 



< C 



2{K 2 + K 3 ) Aôn^ k 



yn — fc + e 2 



2. Nous contrôlons à présent la quantité 5^=1 C'cw {fk'"{Sk-j-i)X k -j,X k 2 ). 
Pour tout j = 1, I, on a : 

fk" {Sk-j-l) = f h" {Sk-l-l) + ^ (fk"'(Sk-m) — fk'" (Sk-m-l)) ■ 

m=j-\-l 

(a) Pour tout couple d'entiers (j, m) vérifiant 1 < j < m < l et m < (r + 2)j, d'après Q et 
nous avons : 

\Cov ((f k "'{S k - rn ) - fk" (Sk-m-i)) Xk-j,Xk 2 ) \ < 7=—- 

Ainsi, nous avons : 

jnùnd^r+aji) y2 ^ 18Gif 4 M 2 (r + l) Aa^ 
> > GouM/fe {bk- m )-fk (bk-m-1)) X k-j, X k )\< -j= ; ■ 

j=l m=J+l v V 1 / 

(27) 



k _ 

?, 
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(b) Nous souhaitons à présent majorer la quantité suivante 



i i 



^ Cov ((fk'"(S k - m ) - fk" (Sk-m-i)) X k -j,X k 

3=1 m=min(i,(r'+2)j') + l 

Remarquons que cette quantité est en fait : 



-min(i,(r+2)j)-l) — fk (Sk—l-l)) X k -j, X k ) 

3=1 

Nous allons utiliser la formule : Cov(AB, C) = Cov(A, BC)-Cov{A, B)V[C]+V[A]Cov(B, C). 
Pour tout couple d'entiers (j, m) vérifiant 1 < j < (r + 2)j + 1 < m < l, d'après et |@}, 
nous avons : 



\Cov (fk"'(Sk-m) - fk"'(Sk-m-l), Xk-jX k 2 ) | < C 



6K 4 M A 



(n — k + e 2 ) 2 



3 tPm—jjj 



et 



\Cov (fk"'(Sk- m ) - fk" (Sk-m-i), Xk-j) E \X k 2 ] I < C 6 A — T tp m -j . 

6CK A M Aa^rfc 



D'où nous obtenons : 

i 



k—m ) — fk'" (Sk-m-l), Xk-jXk )| < 
3=1 (r+2)j+l<m<l 



(r + l)y/n (n - k + e 2 )i 
(28) 



et 



Y, E \ Cov (fk"'(Sk-m) - /fc'"(S fc - m -i), X k _ 3 ) E [X k 2 ] | < 

3=1 (r+2)j+l<m<l 



QCK A M Aa^^ 
(r + l)y/n (n - k + e 2 )i 
(29) 



En effet, nous avons : 



3=1 (r+l)j+l<m<l 



< 



E E VpJ 

3=1 p=(r+l)i+l 

* L^tJ 

E E Vpj 

p=r+2 j — 1 

a. 



/ n— fc 



r + 1 



et, de même : 

i 

E E 

j=l (r+2)j+l<m<l 

Enfin, en utilisant (J2J et ijjjj, nous obtenons : 



/ n— A: 



r + 1 



E l E [fk'" (Sk-min(l,{r+2)j)-l) ~ fk" (Sk-l- 1 )] C<W (Xfc_j , X]? ) | 
3=1 

= E l E [/fe'"( 5 '*:-('-+2)j-l) _ fk" (Sk-l-l)] Cov(Xk-j,X k 2 )\ 
3=1 
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< v J ^f — ± — r + ±Wjif W0 

(n-/c + e 2 )i n 



< 

/n 



(30) 



(c) Pour tout entier j — 1, Z vérifiant < j < ^, on a : \fn--k < (r + 2)j et, d'après (EJ et 
Q, nous avons ■ 



D'où 



\Cov{f k {Sk-i-ijXk^^Xk )\ < -= n _ k + £ 2 t Pifi- 

ST \r (f'»(Q \Y Y 2M S 4C ^3 + K 4 )M A lv ^ 

2^ \Cov(f k (5fc_i_i)X fc _ is Jf fc )| < -= — ——g . (31) 

(d) Pour tout entier j = 1, ...,l vérifiant j < on a : j < "^."j^ fc et, d'après <|2J et <@J, nous 
avons : 

\r \Y Y 2M <r 2g (^3 + ^4) A 

^''Vq \y 2ii ^ 2CM 2 (Jf 3 + if 4 ) ^ 
|Coi; (/ fc (Sfc-i-i), JCfc-j-)) E [X k \ | < -j= ____ v , J+1 _ ij0 . 

De plus, d'après (2J et ®, nous avons : 

|E [//'(Sfc-j-x)] E [X k - 3 X k 2 ] | < ^ (- + 1) C2M^, o. 



D'où 

' 1 V n 7i — fc + £ 

2CM X 3 Aa^^ | A- 3 /3y^ 
(n-fc + e 2 )i \/n n 

3. Nous avons 



(32) 



5^ / (1 - t) \Cov (/ k W(5 fc _ i _i + iX fc _,)X 2 ^.,X fe 2 ) 



^ f 1 10(if 4 + if 5 )M 2 A 

5(K 4 + K 5 )M 2 Aa^^ 

— I— 3 ■ W>jJ 



3.6 Contrôle de E [/ fc w (5 fc _ j _ 1 )X fc _/X fc ] 



<7= 

Nous contrôlons cette quantité de la même manière que nous avons contrôlé 

i 

y^Ccw (f k "'(Sk-j-\)X k _j,Xk 2 ) 

3=1 

dans la section précédente. Nous obtenons ainsi des majorations analogues (avec des constantes sensible- 
ment différentes). 
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3.7 Contrôle de J Q \l - t)E f k ^(S k ^ + /.V, ; ).V, /.Y 



dt 



Nous contrôlons la quantité Yï,j=i Iq(1 — t)Cov (/^(Sk-j-i + tXk-j)Xk-j 3 , Xkj dt comme nous 

avons contrôlé Y^j=i SqO- ~ t)Cov (j]S A \Sk-j-i)Xk-j 2 , Xk 2 ^j . Nous obtenons ainsi une majoration ana- 
logue à (lââj) . 

3.8 Contrôle de £)J. =1 E - / fc "(S fc _i)] E [X^-X*] 

Pour tout entier j = 1, i, on a : 

3 

fk"(Sk-l) — fk" (Sk-j-l) = ^ (fk" (Sk—m) — fk" (Sk~m-l)) 

m— 1 

= / , fk"'(Sk —m— 1 

)x fe _ m + x 2 _ m / (i - t)/w (S fc _ m _i + iX fe _ m ) di. 

m=l 70 

Nous utilisons l'égalité 

i 

fk'"(Sk-m-l)—fk"(Sk-l-l)+ E (fk"'(Sk-p) ~ fk'"(Sk- p -l)) 

p=m-\-l 

pour aboutir à l'expression : 
i 



/ (1 - 0/ (4) (5 fc _ m -i + iX fc _ m ) 



E [Xk-jXk] 



i i 

j=l m=l 
l 3 

e [// c '"(s'fe-/-i)Xfe-m] E^/j-jXfc] 

j — 1 m— 1 

EE E ^ [(//c"'('S'fe-p) — fk" (Sk-p-lf) Xk-m\ E [Xfc-jXfc] 
.7=1 m— 1 p— m+1 



1. En utilisant 10 et Q, nous obtenons : 



l 3 

EE 

j — l m— 1 



E 



/ (1 - t)f (4) (Sk-m-l + tX k - m ) dt 



E [Xk-jXk] 



< 



< 



< 



K 4 a 



n (n - k + e 2 )3 



l 3 

EE 

j — l rn — l 

CM 3 K 4 a 
y/n (n - k + e 2 ) 



M 2 CMtp jfi 



2. Contrôlons la somme : 

l 3 

y / J 2_j ^ \.fk" {Sk-i-\)Xk-m\ E [Xk-jXk] 

j — l m— 1 

l 3 



E E E [fk"'(Sk-l-l)Xk- m ] E [Xk-jXk] l{i>(r+2)m} 
j — l m— 1 



(34) 
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+ e [/fe'"(5fe_/_i)Xfe_ m ] E^fc-jXfc] i{/<( r+ 2) m } 

Nous traitons la première des deux sommes du second membre : 

|E \fk" '(Sk-l-l)Xk-m\ ïï[Xk-jXk} \ < CM 2 — — — — ■ -</J; + i_ m o, 

1 L J 1 Jn n — k + e z 



à l'aide de (pj et de <@J. Il faut ensuite faire la somme sur les couples (j, m) tels que 1 < m < j < l 
et l > (r + 2)to. Commençons par remarquer que, si on a l > (r + 2)m, alors on a m < ^™+ 2 h et 

m 

r+1 



donc l + 1 — m > ( - r+ |,^" — et, d'autre part, on a I + 1 - m > (r + 1)to, donc m < '^ 1 +1 m ■ Ainsi, 



i j i 

^ ^ 15|+l-m,ml(l>(r+2)m) < ^ (/ + 1 — m)tfi + i- m . m 1{;> ( r +2)m} 
m— 1 rn — 1 



< y^ (i + 1 — m) max <^/+i- 



m— 1 

/ 



< ^ p max V3 PJ - < 7vïï^fc- 

1 J^T-+1 



Puis traitons la seconde : 



K 3 A 



|E [f k "'(S k -i- 1 )X k - m ]-E[X k - j X k ]\ < 2-i —— s M2CM<p jt0 

-\J TL 71 — K ~t~ S 

Ainsi, on a : 

l 3 

X] l E [fk'" (Sk-m-l)Xk-m] E[Afc_jAfc]| l{i<( r+ 2)m} < 
j — 1 m— 1 

^ >À 4C*M 2 K 3 A 

j — 1 m— 1 v 

< V V- 4CAf 2 if 3 A 

4CM 2 JsT 3 A 
" ^ n-k + s 2 ^ W <° 



4CM 2 if 3 A 



. Reste le troisième terme 

l j (r+2)j 

2^ 22 a2 l E [(fk" (Sk-p) — fk'" (Sk-p-i)) A" fc _ m ] E [Afe-j-Afe]) < 



j—1 m— 1 p— m+1 



^ V- ^ 2 ^M 2 A 

< > > > — == -CMipjo 

j-lm-lp-m+l v \ / 

< —7=-- ; -r r + 2 CM ]T j 2 ^- 

V" (n-fc + e 2 )5 
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ICKAr + 2)M 3 A 

et 

y^ y^ y^ |e [(/fc"'(<Sfc-p) - /*/" (s k - P -i)) x k ^ m ] e < 

j = l m =l p=(r+2)j + l 

j=lm=lp=( r +2)i+l V" (n + £ 
< = ^1^1^ 1^ VP>° 



f 4 ï L^fiJ 



(r+2)j+l-m 



6X4M 4 . , . ^ . ^ 



< 



6X4M 



4 



V» (n-fc + e 2 )f (r + l) 2 ^ 



1 ' 



,2 



P <Pp,0 



< y" fc (37) 

(r + 1) 2 (n-fc + e 2 )i' 



3.9 Contrôle de £)' Cau(f k " X k ^X k ) 



Soit un entier j = Nous avons : 



/ 

fk" {Sk-j-l) = fk" {Sk-l-l) + ^] (jfc" (Sk-m) — fk" (Sfc-m-l)) 

m=j+l 



et, pour tout entier m = j + 1, Z : 



fk" {Sk-m) - fk" (Sk-m-l) = fk"'(Sk-m-l)Xh- m + X%_ m (1 - t)/ (4) (5fc_ m _i + tX k 

Jo 



, dt 

"" Jo 
l 



fk" (Sk-l-l)Xk- m + ^ (fk'"(Sk-p) — fk" (Sk-p-l)) Xk- 
p—m+1 

+Xl_ m f (l-t)f^(S k—m—1 ~\~tXk—m) dt. 



Nous pouvons donc écrire : 

1 ; 
y^ j Cov(fk"{Sk-j-i),X k - j X k ) = Cov(fh" (Sk-1-1) , X k _jX k ) 

1 1 



11 , „i 

Y, CoV ( X k-m (1 ~t)fW (Sk- m -l + tXk- m ) dt,X k -jX k 
j=l m=7+l ^ J ° 



3 = 1 m=j + l 
l l 

y^ y^ cov(fk'"(Sk-i-i)Xk- m , Xk-jXk) 

j=l m=j + l 



l l / l \ 

y~i yi 1 ^ (fk'"(Sk- P ) - f^" {Sk-p-i)) Xk- m , Xk-jXk j 

j=l m=j + l \p=m+l / 
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et, finalement : 

^2Cov(f k "(S k - j -i),X k - j X k ) 



Y, Cov (fk"(S k -l-i),Xk-jX k ) 



3=1 



3 = 1 
I 



+ Y, G °< X l-m \ (1 - i)/ (4) {Sk-m-1 + tX k _ m ) dt, X k ^X k 
.1 = 1 J ° 



l l 

+ E E Cov(f k "'(S k ^. 1 )X k _ m ,X k _ j X k )l 

{;<(r+2)m} 

j=l m=j+l 
l l 

+ E 2J C° u (/*:'"('5'*-'-i-l)^'c-ni^*:-J^)l{/>(r+2)m} 
J=l 771=3+1 
i i min(Z,(r+2)m) 

+ E E E Cov({f k "'{S k - p )-f k "'(S k - p - 1 ))X k _ m ,X k _ j X k ) 

j — 1 m— j + 1 p— m+1 

r+2)m— l)) X k - m , X k —jX k J l{Z>(r+2)m.+l} • 

J=l m=j + l 

Nous allons majorer chacun des termes apparaissant dans le second membre de cette égalité. 
1. (Contrôle de £\ =1 Cov(f k " (S k -i-i) , X k -jX k )) 
Ecrivons : 



} Cov(f k " (Sk-1-1) , X k -jX k ) = 2J Cov(f k " (Sk-1-1) ,X k -jX k ) 



3=1 



3=1 



Y, Cov(f k "(S k - l - 1 ),X k - J X k ). 



D'après (2J et <@J, nous avons : 
\Cov(f k " (S k -i-i) ,X k -jX k )\ 



< \Cov(f k " {S k ^x)X k ^,X k )\ + |E [A" E [Xfc-jXfc] 



< 



8C( J ftT 2 + ^ 3) M ^ 



et 



Oov(f k " (S k -i-i) ,X k _jX k )\ < — ^ — — , ==ipi-jj. 



\fn ^Jn - k + e 2 
En reportant ces majorations dans chacune des deux sommes on obtient : 



\Cov(f k " (S fc _,_i) ,X fc _jX fc )| < 



< 



< 



8C(if 2 +K 3 )M A 



\fn y/n- k + e 2 

8C(K 2 + # 3 )M A 

a/" a/m - fc + e 2 



A^tJ 
E w-j-j + E 



(38) 
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2. (Contrôle de £)J=i ELi+i Ccw /o^ 1 - *)/ (4) (Sfc-m-i + *X fc _ m ) dt, X fc _,X fe ) ) 

Soit un couple d'entiers (j, m) vérifiant :l<j<j + l<m<Z. 
- Lorsque m < (r + 2)j, on a : 

Cov (x%_ m J (1 - i)/ (4) (Sfc- m -i + t-ïfc-m) dt 



C 



y (1 - t)Cov (/W (5 fe _ m _! + tX fe _ m ) X 2 _ m X k ^,X k ) 
18(Ki + K 5 )M 3 A 



dt 



Vn (n-k + e 2 )' 



refl- 



et 



E 



X 2 k _ m [ (1 - i)/ (4) (S fc - m -i + *X fc _ m ) dt 
Jo 



E [X fc _jX fc ] 



< C 



.Ka 



A 



n(n-k + s 2 )ï 



- Lorsque m> (r + 2) j + 1, alors on a : 



Cov (x%_ m jf (1 - t)/( 4 ) (5 fe _ m _! + tX k _ m ) dt,X k _jX k 



^ 10(K 4 + K 5 )M 2 A 

Ainsi, en utilisant la relation 

Cow(A, BC) = Cov(AB, C) - E(A)E(BC) 
valable quand E(C) est nulle, on a : 

]T E C ° V ( X k-m Al - *)/ (4) (flfc-m-1 + t*fc-m) X k _jX k } 
1 = l m =j+l \ Jo / 



< 



< 



< 



#0 



\/n(n-fc + e 2 ) 



v 



P =i 



P =i 



pour un certain ito dépendant de C, K4, X5, M et r. 

3. Nous avons : 
1 1 

E E |CcW (f k "'(S k -l-i)X k _ m ,X k _jX k ) l{l<( r +2)m}\ < 
.7=1 m=j+l 



< 



< 



y/n n — k + e 2 



^ LVTT^feJ Lv^feJ LtttJ ^ 



(39) 



(40) 



pour un certain K\ dépendant de C, K 3 , Ka, M et r. En effet, considérons un couple d'entiers 
(j, m) vérifiant : l<j<j + l<m<l. 
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Si on a l < (r + 2)m et m < (r + 2)j, alors on a : 

\Cov{f k '"{S k ^ 1 )X k ^ m X k ^,X k )\ < C ^1+1A ±^ M 2 

1 v ' 1 sjn n - k + e 2 

et 2K M A 

|E \fk" '{Sk-i-i)Xk- m ] ~E{X k -jX k ] \ < C — ^= — — =2M<pj . 

^Jn n — k + e 2 



Si on a l < (r + 2)m et m > (r + 2)j, alors on a : 



IrWf'f? \ v v y \\ <r *(K 3 + K 4 )M A 

\<^OV{J k (£fc_z_iJA fe _ m , A fc _jA fe J| S O = , 2 <Pm-j,j ■ 

■\J 7% Ti rC H - £ 

Nous avons : 
/ i 

E E Coi> (fk"'(Sh-l-l)Xk- m ,Xh-jXk) l{l>( r +2)m} = 
3=1 m=j+l 

l l 

= E E E[/ fe '"(5fc-i-i)]E[A' fe _ m A' fe _ :) -A" fe ]l{ i >( r+ 2) m } 

j=l m=j+l 
l l 

+ E E Cov(fk"'{Sk-l-l), Xk- m Xk-jXk)l{l>( r+ 2)m} 
j=l m=j+l 
l l 

+ E E E[/ fe "'(S'fc-i-i)A' fc _ m ]E[A' fe _ :) -A' fe ]l{ i >( r+ 2) m }. 
j=l m =j+l 

Nous allons contrôler chaque terme du membre de droite de cette identité. 

- Nous commençons par majorer le premier terme : 

il 

E E \ïï[fk"' {Sk-i-i)]E,[Xk- m Xk-jXh] \ < 

j = l m =j+l 

(A 1 \ 

Or, nous avons : 

l (r+2)j l (r+2)j 

E E \^[Xk-mXk-jXk]\ = 22 E \Cov(Xk- m Xk-j,Xk)\ 

j=l m =j+l j=l m=j+l 

l (r+2)j 

< E E 3CM V,-,o 

l 

< 3CM 2 ^(r+l) W ,„ 
il il 

E E |E[A'/ s _ TO A'/ î _jXfe]| = ^ ^ |Ccw(A'fc_ TOi A'/ s _jA'fc 
j'=l m=(r+2)j+l j=l m=(r+2)j + l 



et 



i ! 



< J2 E 2CM ^ 

j=l m=(r+2)j+l 
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D'où : 

/ l 



£ É |E[/ fe / "(«S fe _ i _ 1 )]E[X fe _ m X fe _ J -X it ]| < 5(r + l)CM 2 K 3 ( ^f^, + ^) . 

(41) 

Pour les deux autres termes, il suffit d'écrire : 

\CoV (fk"'(Sk-l-l), X k - m X k -jX k ) I < C— ^—= — : — ; ~<Pl + l-m,m 

1 • • In n — k + e z 



et 



|E [f k '»iS k - l - 1 )X k - m ]E[X k - j X k ]\ < CM* 2[Kz + Ki) £ 



n n — fc + £ z 



à l'aide de la propriété de décorrélation @ et de l'inégalité Il faut ensuite faire la somme sur 
les couples (j,m) avec 1 < j < m < l tels que l > (r + 2)m. Commençons par remarquer que, 
si on a l > (r + 2)m ; alors on a m < ^," f ~ fc et donc l + 1 — m > ^j,^"" — ; d'autre part on a 
l + 1 — m > (r + 1)777, donc m < ^pp* ■ Ainsi, on a : 

i ; i 

yi+l-m,mlfl>(r+2)m} < ( TO " 1) fl+l-m,m l{i> (r+2)m> 

j — 1 m— j + 1 m— 2 



t + 1 — m 



< > max (Pi4-\- 

m=2 r+1 
i 



(r+l)y/^fc 



Nous obtenons ainsi : 



^ \Cov(fk'"(Sk-l-l),Xk- m Xk-jXk)\ l{/>( r +2)m} < C — -y= ~ ( 42 ) 

7=1 m=j+l V 



j = l m=j + l 

De même, nous obtenons 

l l 



\ïï[f k ''(Sk-l-l)Xk-m]E[Xk-jXk]\ l{;>( r +2)m} < CM 2 — — — ~T~~~~^"- (43) 



3=1 m=j+l 



5. Nous avons : 

l l min(!,(r+2)m) 

J2 Yl \Cov((fk"'(Sk- p )-fk"'(Sk- p -l))Xk- m ,Xk- j Xk)\< 



j — l m— j + 1 p— m+1 

#3 A 



< 



n ( n - k + e 2 )t 



p=i p=i j=i 



< ^ Aa ^ k , , (44) 
V n (n - A: + e 2 ) s 



pour un certain K3 dépendant de C, K4, M et r. En effet, considérons un triplet d'entiers (J,m,p) 
vérifiant : 1 < j < j + 1 < m < 777 + 1 < p < l. 
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Si on a p < (r + 2)m et m < (r + 2)j, alors on a : 



\Cov ((fk'"(Sk- p ) - fk'" '(Sk-p-i) Xk- m Xk-j,Xk) \ < C — -=^- — T M 3 ifjfl 

V n \n — k + e z ) 2 



et 



I e [(fk"'(Sk-p) - fk'" (Sk- P -i)) Xk-m] E [X k -jX k ] \ < C—^- — T M 3 tp jfi . 

V n (n - k + e z )? 

- D'autre part, si on a p < (r + 2)m et m > (r + 2)j + 1, alors on a : 

\Cov ((f k "'(S k -p) - fk'"(S k - P -i)) X k _ m ,X k ^X k )\ < C^±- A â M 2 M(p m . 



Nous concluons en remarquant que : 



/ (r+2)j (r+2)m i 

E E E ^o<(r + 2) 2 ^iVi,o 

j=l m =j+l p=m+l j = l 



et que 



; l (r+2)m i l 

E E E <Pm-3d = E E (r + l)m<p ro _j,j 

j=l m=(r+2)j"+l p=m+l j = l m=(r+2)j"+l 

= E E ( r +!)(p+j>pj 

j'=l p=(r+l)j+l 

< EE (»-+i)(p+j>w 
p=i j=i 

^ ( r+2 )E E p^pj- 

p=i j=i 

6. Nous contrôlons à présent : 

-(r+2)m-l)) X k _ m ,X k -jXk) l{i>( r +2)m+l}- 

j=l m=j+l 

Si Z > (r + 2)m + 1, nous avons : 

; 

fk" {Sk-l-l) — fk" {Sk-(r+2)m-\) = E fk" {Sk-p) ~ fk" {Sk-p-l)- 

p=(r+2)m+l 

Nous allons utiliser l'identité suivante : 

Ccw(AB, CD) = Ccw(A, BCD) - E[AB]E[OD] + E[A]E[SCD]. 
- Quand l > p> (r + 2)m + 1, on a : 

(Cou (fk"'(Sk- P ) - fk"'(Sk-p-i),Xk- m X k -jXk) | < C^— 
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v / n(n — k + e 2 )'2 

et ^ 

| E [/*;'" (-Sfe-p) - /fc'"(S'fe-p-i)X fe _ m ] E [X k ^jX k } \ < C—— — 



Nous majorons donc les sommes de ces quantités sur les couples d'entiers (j,m,p) vérifiant 1 < 
j < j + 1 < m et (r + 2)m + 1 < p < l par : 



Nous avons donc : 

^ ^ |C° W (fk" (Sk-l-l) - fk"(S k -( r+2 ) m -l),Xk- m X k ^jX k )\ l{Z>( r+2 )m+l} < 
j=l m =j+l 

< -± v " fc 3 47 

" \/^(n-fc + £ 2 )i 

et 

X! X! I E [(fk'" {Sk-l-l) - fk" (Sk-(r+2)m-l)) X k - m ] E [X k _jX k ] | l{;>( r+2 )m+l} < 
J=l m=j+l 

Ka Aa^/z—û , N 

< Vn_fe ( 4 g) 

" V^(n-fc + £ 2 )i 
Contrôlons à présent la quantité suivante : 

J=l m=j+l 

Lorsque ^ > (r + 2)m + 1 et m > (r + 2)j + 1, on a : 

|E [/ fe / "(5 fe _ (r+2)m _ 1 )] Cov(X fc _ m ,X fc _.,-X fc )| < 4^ f 7 , A ,.3 + -) îCMip. 

V n \ (n — fc + e 2 ) 2 ny 

Quand l > (r + 2)m + 1 et si m < (r + 2)j, on a : 

|E [fk'"(S k - {r +2)m-l)\ Cov {X k - m X k -i,X k )\ < ^ (- A 3 + CM 2 <Pj, . 

On en déduit : 

; i 

^ ^ | E [/r(»5 , fe-(r+2)m-l)] E [^fc-m^fe-j^fe] l{J>(r+2)m+l}| < 
j=l m =j+l 



p=i j=i p=i 



< 

V n \(n -k + e 2 )ï 



< gif P^EE] (49 ) 

- V(n-fc + e 2 )i n J 

De la même façon, on montre la majoration suivante : 

; i 

y^ |e [/^"(Sfe-j-i)] e [x fe _ m x fe _jX fe ] i{;>( r+ 2) m +i}i < 

j=l m =j+l 

<fy( Aa v^ 3 + ^EE). (50) 
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